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Паскалов троугао

Један од најпознатијих образаца целих бројева у историји
математике је Паскалов троугао. Француски математичар Блез
Паскал је био први који је написао студију о овој прогресији
1653.године, иако је образац био познат преко Омара Хајама
још од 1100.године.

Паскалов троугао је једанкостранични троугао састављен од

бесконачног низа природних бројева, с тим да му краке чине

искључиво јединице, тј. представља бесконачан низ

природних бројева у облику пирамидалне схеме.

У почетну врсту уписује се број 1.

Свака врста се образује помоћу

претходне сабирањем по два

узастопна члана у претходној врсти и

исписивањем сваког збира у средини

размака између сабирака.

Блез Паскал
1623-1662

Геометријски мотив троугла среће се још у
неолиту и представља почетак математичке
мисли. Постоје неки докази да је Паскалов
бројни троугао пре њега познат као
аритметички троугао, био близак и арапском
астроному, песнику и математичару Омару
Хајаму још у 11. веку. Кинески приказ
биномних коефицијената, познат као
Паскалов троугао, налази се у његовом
постхумно објављеном раду 1665. године.
Први пут га у Европи срећемо у једној
Апианусовој аритметици 1527. године.
Касније, у 17. веку овај аритметички троугао
постаће кључна тачка у развоју три значајне
математичке области: истраживања
бесконачних редова, рачуна коначних
диференција и теорије вероватноће.

Како се формира
Паскалов троугао?
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Паскалов троугао и биномни 

коефицијенти

Таблица биномних бројева добила је назив Паскалов
троугао, зато што се први пут појављује у Паскаловом
раду „Traité du triangle arithmétique“ –(„ Теза о
аритметичком троуглу“), који је истовремено и први
рад из теорије вероватноће, а који је објављен тек
после његове смрти, 1665. године.
Саме биномне бројеве није открио Паскал; они су већ
били познати Европљанима, јер биномни бројеви
имају много дужу историју. У расправи „Szu-yuen Yü -
chien” – („Тачно огледало четири елемента“), коју је
написао кинески математичар Zhu Shijiei, 1303.године
такође се налази таблица биномних бројева.У истој
расправи за биномне бројеве се каже да су познати од
давнина.

Таблица биномних бројева

Основа Паскаловог троугла је скуп коефицијената биномних развоја. По Паскаловом

троуглу се размножава жива ћелија, а бројеви троугла садрже и тајне диференцијалног

и интегралног рачуна. У колонама Паскаловог троугла крије се електронска

конфигурација атома. Бројеви овог јединственог природног обрасца дефинишу

распоред планета Сунчевог система.

Конструкција Паскаловог троугла

У математици, а посебно у комбинаторици биномни коефицијент природног броја n и

целог броја k дефинисан је као природан број:

n

k
=

n!

k! n − k !
=ෑ

i=1

k
n + 1 − i

i
, n ≥ k ≥ 0

и 𝑛
𝑘

=0 ако је k <0 или k> n, за природни број m, m! означава факторијел броја m.

Важна рекурзивна релација:

𝑛

𝑘
+

𝑛

𝑘 + 1
=

𝑛 + 1

𝑘 + 1

следи директно из дефиниције биномног коефицијента. Овом релацијом и

математичком индукцијом се може доказати да је 𝑛
𝑘

природни број, за свако n и k.

На тај начин се конструише Паскалов троугао.
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Бројне су примене Паскаловог троугла у реалном свету. Познати геометријски низ
деобе живе ћелије је у суштини Паскалов троугао. Жива ћелија се дели и
умножава по основном бројном обрасцу у природи – Паскаловом или
аритметичком троуглу а њена деоба се може повезати конкретније и са
Фибоначијевим низом бројева.

Примене Паскаловог троугла

Са низом деобе живе ћелије повезано је и
савремено извођење Тицијус Бодеовог правила за
дефинисање удаљености планета нашег система од
Сунца.

Паскалов троугао срећемо као општу законитост и код атомске
структуре. Протонска и неутронска конфигурација у језгру атома и
конфигурација у омотачу атома повезане су са бројевима
фигуративних низова Паскаловог троугла. У енергетском омотачу
атома налазе се електрони и попуњавају љуске. Прва љуска може
имати највише два електрона, друга осам и тако даље.

Текст написао: Никола Станковић
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Да ли знате?

Најранији познати симболи
Египатски Риндов папирус (1650.п.н.е.)
садржи најраније познате симболе за
математичке операције. Знак ,,плус“ је
означен као пар ногу које ходају ка броју који
треба додати.

Геометрија рата

Математика, нарочито 
тригонометрија, била је од 
пресудног значаја у рату и 
колонизацији током 
шеснаестовековне европске 
експанзије: навигација на 
морима, за пројектовање 
утврђења, на артиљеријским 
табелама, за топовско нишањење. 
,,Геометрија рата“ помогла  је 
развоју инструмената за мерење 
димензије хица, за одређивање 
висине минобацача као и 
рачунање домета минобацача.

Број π записан у бинарном систему 
гласи 
11.00100100001111110110101010001
00010000101101000110000100011 . . .

Знак дељења први пут је штампан у делу
Јохана Хајнриха Рана , Тојчеова алгебра
(1659.).

Симболе ,,веће од“  и ,,мање од“ (> и <)  
увео је британски математичар Томас 
Херидоту свом делу  Artis Analiticae 
Praxis, издатом 1631.године. 

Симбол ≥ (веће или једнако)
увео је француски научник Пјер
Буге 1734.године.

Симбол квадратног корена први пут
је у штампи употребио аустријски

математичар Кристоф Рудолф
1525.године у књизи Die Coss.

Математички симбол за бесконачност ∞ увео је 

енглески математичар Џон Валис 1655.године у 
свом делу Arithmetica Infinitorum.



7

Математика и музика

” Најфинија ствар коју можемо искусити је мистериозна.

То је емоција која је основна и која се налази у колевци

праве уметности и науке. Онај коме је то познато, а не

може се више чудити и бити изненађен,је као мртав, као

одувана свећа.“Albert Einstein (1879-1955)

Можемо рећи да математика има везе са свим областима људске активности које на

било који начин укључују у себе простор или време. Када размишљамо о вези између

математике и уметности, и специјално о вези између математике и музике, можемо

приметити фундаменталну разлику између музике са једне стране и рецимо

сликарства, вајарства или архитектуре с друге: музика је облик уметности који је

суштински заснован на протоку времена, док су сликарсво, вајарство или архитектура

у том смислу статичке форме уметности. Како музика има ту своју временску

димензију, повезана је и са делом математике који се бави функцијама. Но, оно што

спаја математику и музику у најширем смислу јесте чињеница да обе покушавају да

ухвате скривену структуру и хармонију у световима чији су објекти апстрактни.

Музика је за многе људе невербална форма комуникације

која дотиче људски интелект и може да изазове дубоке

или бурне емоције. Други сматрају да је музика пре свега

феномен природе, резултат принципа физике и

математике, а да су људи само открили, препознали и

научили да манипулишу с њом. Можемо такође рећи да је

музика комбинација звукова који су организовани помоћу

три димензије: ритма, мелодије и хармоније. По неким

екстремним дефиницијама, музика је било која

комбинација звукова коју неко негде ужива да слуша.

Музика је представљала веома важан део живота у

Старој Грчкој. Сматра се да су сви грађани имали неко

музичко образовање и да су били у могућности да

узму учешће у музичком животу који је пратио јавне

догађаје у граду. Платон је музици доделио истакнуту

улогу у образовању, твдећи да музика доприноси

изградњи неке врсте унутрашње хармоније код човека.

Нажалост, немамо сазнања како је заправо звучала

музика у којој су уживали Стари Грци. Уместо тога,

остао је забележен њихов допринос теорији музике
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Почеци теорије музике се везују за грчког математичара

Питагору и његове следбенике, питагорејце (6. век п.н.е.).

Полазећи од резултата које су добили изучавајући хармоније

у музици, они долазе до закључка да је у основи свега

постојећег – број. Сматрали су да су принципи математике

принципи свега и да се хармонија универзума заснива на

хармоничним односима међу бројевима. Почетна тачка тог

прилично генералног веровања била је откриће тзв. закона

малих бројева који на математички начин описује разлику

између нашег осећаја консонантности (хармоније) и

дисонантности. Кратко речено, Питагорин закон малих

бројева каже да су два тона консонантна ако им фреквенције

стоје у односу малих природних бројева.

Питагора је до тог закона дошао полазећи од резултата експеримената са

затегнутим жицама различитих дужина или стакленим судовима у којима се налази

различита количина воде. Ако кренемо од жице одређен дебљине, онда висина

тона коју она производи зависи од њене дужине: што је жица краћа, то је тон виши.

Ако жицу скратимо на њену половину (однос 2:1), тон ће скочити за октаву, ако је

скратимо за једну трећину (однос 3:2), тон ће скочити за квинту, а ако жицу

скратимо за једну четвртину (однос 4:3), тон ће бити виши за кварту. Кад

скраћујемо дужину жице, ми повећавамо њену фреквенцију, а ми процењујемо

растојење у „висини“ између два тона као однос њихових фреквенција.
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Питагорејска скала

Питагорејска скала, као сви тонови хроматске скале могу се добити једноставним

математичким поступком који искључиво користи две чињенице: да се фреквенције

основног тона и тона који је за октаву виши односе као 1:2, а између тона његове квинте

као 2:3. Другим речима, ако основни тон има фреквенцију f, онда квинта горе има

фреквенцију (3/2)f, а октава горе фреквенцију 2f. Кад се попнемо у следећу октаву,

можемо се вратити у нижу множећи дату фреквенцију са 1/2. Ако фреквенцију тона C

узмемо као основу тј. као 1, добијамо редом следеће фреквенције:

C=1 => G=3/2 => D’=(3/2)x(3/2)=9/4,

па октава доле D=(9/4)(1/2)=9/8,

из чега следиA=(9/8)(3/2)=27/16,

па E’=(27/16)(3/2)=81/32,

па октава доле E=(81/32)(1/2)=81/64

и H=(81/64)(3/2)=243/128.

Тон F добијамо када од C узмемо квинту надоле, C’=2/3, па октаву горе, F=4/3. Тако

добијамо Питагорејску скалу чије су фреквенције у следећим односима:

C D E F G A H C

1 9/8 81/32 4/3 3/2 27/16 243/128 2

Kвинтни круг

Ако овај поступак наставимо, добићемо и све

„међутонове“, (тј. црне дирке на клавијатури), да би

на крају поново добили C. Од сваког од тих тонова

можемо изградити Дурску односно молску скалу.

Ако кренемо од тона C, односно C-дур скале

односно њој одговарајуће паралелне а-мол скале, и

померамо се за квинту нагоре, због „чувања“

расподела целих степена односно полустепена

унутар скале, редом ћемо морати да извршавамо

корекције и то додавањем по једне повисилице на

седми тон нове лествице. Како нас на крају тај

поступак враћа на почетни тон, он се најлепше

може илустровати помоћу тзв.
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Музика у ритму мозга

Физичар и неуробиолог George Bernard Shaw

приметио је да се слушањем Моцартове музике

побољшава способност размишљања, па је

спровео експеримент којим је испитивао који су

делови мозга активирани у тренутку кад музика

доспе у ухо. Налази су показали да је Моцартова

музика изузетак, будући да се гласноћа тона у

његовим делима смењује у размаку од тачно 30

секунди, што је једнако узорку можданих таласа.

Управо због тога синхронизују се лева и десна

хемисфера мозга, што доводи до опуштања,

побољшања

Истраживања која се спроводе у

последње време тврде да су математичке

способности јако повезане са музичким

способностима. Поједностављено

речено, математика би требала да вам

помогне да боље разумете музику, а већ и

само слушање музике би требало да

побољша ваше математичке способности.

Највећи број музичких композиција
базираних на златном пресеку
налази се код Бетовена (97%), Хајдна
(97%), Моцарта (91%), Скрјабина
(90%), Шопена (92%), Шуберта (91%).
Руски композитор Себенев је свих 27
Шопенових етида проучавао до
најситнијих детаља. У њима је
открио 154 златна пресека који
недостаје у свега 3 етиде.

Аутор текста: Стана Миловановић
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Аритметика
(Португал, 2009.)

Бинарни бројеви
(Македонија, 2004.)

Квадрат бинома
(Хаити, 1967.)

Фрактали (Пахуљица 
Хелге ван Коха , 
Шведска, 2000.)

Фермаова теорема
(Република Чешка, 2000.)

Златни пресек
Аустралија, 1972. 

Полиедар (Немачка, 
1973.)

Паскалов троугао

(Либерија)
Октагон (Швајцарска, 1993.)

Мебијусова трака
(Луксембург, 1969.)

Питагорина теорема
(Грчка, 1955.)

Теорија графова
(Северна Кореја, 2014.)

Математички појмови на поштанским маркама
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Мистериозни број 6174

Индијски математичар Дататреја Рамчандра Капрекер

(1905-1986) волео је да се игра са бројевима и тако је

открио мистериозни број 6174. Своје откриће је

представио у индијском граду Мадрасу 1949. године.

Данас су његова открића популарна и проучавају се

широм света.

Откриће индијског математичара своди се на то да сви четвороцифрени бројеви код

којих све цифре нису исте стигну до броја 6174 у највише седам корака. То се све

одвија по моделу: од добијеног резултата изводи се највећи и најмањи

четвороцифрени број, а затим се рачуна њихова разлика и то све тако редом највише

седам пута. Даље више није потребно јер ћемо увек добијати резултат 6174. Ако не

стигнемо до тог резултата значи да смо направили неку грешку. Као доказ можемо

узети неколико примера.

На пример, изаберимо четвoроцифрени цео број, али нека тај број не буде производ од 1111 
(1111, 2222, 3333 …).
1. Поређајмо цифре тог броја у растући низ (од најмање према највећој).
2. Поређајмо цифре тог броја у падајући низ (од највеће према најмањој).
3. Одузећемо мањи број од већег.

Са тако добијеним резултатом потрбно је поновити кораке од 1 до 3 и наставити тако 
даље. Што се догодило?
Ако на пример, узмемо број 4482.
Поређајмо цифре у растући низ: 2448
Поређајмо цифре у падајући низ: 8442
Од већег броја одузмимо мањи: 8442 – 2448 = 5994
Поновимо поступак сa резултатом 5994.
9954 – 4599 = 5355
Наставимо поступак:
5553 – 3555 = 1998
9981 – 1899 = 8082
8820 – 288 = 8532 (нулу на првом месту изостављамо)
8532 – 2358 = 6174
7641 – 1467 = 6174
7641 – 1467 = 6174
7641 – 1467 = 6174 … и тако даље!

Аутор текста: Марта Станковић
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ПАЛИНДРОМИ

Палиндроми у математици

су они бројеви које читамо

на исти начин са леве, али

и са десне стране. За такве

бројеве, који се читају на

исти начин када један

читамо обрнутим редом,

кажемо да су симетрични.

Палиндром је реч, број, фраза или ред елемената
који се пођеднако читају и слеве на десно и с десне
на лево као што су реч мадам или број 78987.
Такође, реченице могу бити палиндроми уколико се
дозвољава замена интерпункцијских знакова,
великих слова и размака. На пример Ана воли
Милована.
Неки палиндроми су представљени као реченице
или фразе. Палиндроми могу бити имена али и
бројеви.

Ана воли Милована.
А мене ни догодине нема.
Арома са мора.
Музика је јак изум!
Он вара, наравно!
Сир има мирис.
А мене ту ни минуте нема.

Бројеви палиндроми
Симетрични бројеви су 512 и

215. Уколико цифре броја 215

читамо са десна на лево

добићемо број 512 и обрнуто.

Симетрични бројеви су и 43 и 34,

789 и 987, 1567 и 7651 итд.

Палиндроми су 33, 

454, 4334, 7777... 

Најмањи двоцифрени 

палиндром је 11. 

Пример: ако је потребно  број 2017 представи као збир 

четири различита, бар троцифрена палиндрома, 

нека од решења су: 1331+222+141+323=2017; 

585+545+595+292=2017; 686+242+393+696=2017.

Ако се одабере произвољан цео број, а
затим се његове цифре обрну, затим се
саберу почетни и број који се добије
обртањем цифара, а онда се настави
саобртањењем и сабирањем , резултат
често постне палиндром. Код неких
бројева ово се дешава после само
једног корака. На пример, 18+81=99,
што је палиндром.

G. L. Honaker Jr. је 1999. године саставио пирамиду палиндромних простих бројева. Та 

пирамида је јединствена по томе што је сваки палиндромни прост број повезан са 

претходним, јер је настао додавањем по две цифре на почетак и на крај претходног 

палиндромног простог броја.

2

30203

133020331

1713302033171

12171330203317121

151217133020331712151

1815121713302033171215181

16181512171330203317121518161

331618151217133020331712151816133

9333161815121713302033171215181613339

1193331618151217133020331712151816133391

1Пирамида палиндомних простих бројева

Аутор текста: Марта Станковић
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Јапански научник Укихиро Накаја поделио је пахуљице у више од 40 морфолошких
облика, док су његови наследници открили чак 80 различитих врста.

МАТЕМАТИКА СНЕЖНЕ ПАХУЉИЦЕ

Пахуљице представљају специфичан облик леда који настаје у облацима, такође 
једном облику водене паре. Кад је температура 0°C или нижа, вода мења своје 
агрегатно стање и прелази из течног у чврсто агрегатно стање – лед.

Снежне пахуљице имају најразличитије облике, а
њихова грађа већ годинама привлачи пажњу
научника. Свака пахуљица састоји се од око десет
милиона ситних ледених кристала. Сматра се да
не постоје две пахуљице које у потпуности личе
једна на другу.

Упркос великој различитости све пахуљице имају облик
шестоугаоне призме јер се молекули увек спајају под
углом од 120 степени. Симетрија углавном није
заступљена.

Хексагонални кристали настају у високим
облацима, игличасти или шестоугаони
плочасти кристали настају у нижим облацима
на вишим притисцима. Хладније време
погодује настанку пахуљица са оштријим
врховима и настанак дендрита (грана на
кристалу).

Различити облици настају због неравномерног
развоја појединих страница призме при чему кључну
улогу имају температура, влага, ветар али и природа
електричног поља кроз које пахуљица пролази на
путу до земље.

Снегу и снежним играма сваке зиме највише
се обрадују деца. У ишчекивању првог снега,
да ли сте се некада запитали каква веза
постоји између снежне пахуљице и
математике?
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од 0°C до -4°C – Танки шестоугаони плочасти кристали
од -4°C до -6°C – Игличасти кристали
од -6°C до -10°C – Шупљи стубичасти кристали
од -10°C до -12,5°C – Шестоугаони назубљени кристали
од -12,5°C до -16°C – Дендрити

Најчешћи облици пахуљица у 
природи

На различитим температурама стварају се различити украси пахуљице:

Двојици математичара биле су 
потребне четири године да 
направе заиста добар снег. 
Сада када знају како то да 
ураде, захваљујући свом 
математичком моделу који 
приказује веома сложен развој 
снежних кристала, у стању су да 
испитују снежне пахуље у било 
ком годишњем добу.
David Griffeath са Winskonsin-
Madison и Janko Gravner са 
калифорнијског Davis 
универзитета су у стању да 
генеришу тродимензионалне 
детаљне моделе различитих 
типова снежних пахуља. Модел 
може бити од помоћи 
метеоролозима у бољем 
предвиђању на који начин 
различити облици пахуља утичу 
на количину воде која падне на 
Земљу.

Аутор текста: Андреј Шево
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РАЗМРДАЈ СВОЈЕ ВИЈУГЕ!

Чаробњакова карта

Чаробњак у дугој белој одори прилази са једном картом
са бројем 9 на једној и 4 на другој страни. Када чаробњак
баци карту, она може пасти на било коју од те две стране.
Чаробњак може бацати карту произвољан број пута и
сваки пут када је баци, додаје се број на тренутни збир. На
пример, он може бацити 9,4 и 4, што даје резултат 17.
Који је највећи цео број који може бити резултат који је
немогуче постићи играјући ову чудну игра?

Новогвинејска морска корњача

Новогвинејска корњача је четири пута 
старија од мене. Како стари, њен оклоп 
постаје светло зелен. Размишљајући о 
тој предивној боји, схватио сам да ће за 
двадесет година корњача бити само 
дупло старија него што ћу ја тада бити. 
Колико је стара корњача, а колико сам 
стар ја? 

Димензија X

Транспортовани сте у оближњу димензију,
где је половина од 6 једнако 4, а не 3 као што
сте очекивали. Колико би износила трећина
од 12?



17

Часопис ,, АБАКУС“ осмислили су и уредили чланови 
математичке секције Гимназије ,,Светозар Марковић“ 

Број 2, новембар 2021. године

Уредници: Марта Станковић, Емилија Контрец, Миња 
Павловић, Стана Миловановић , Андреј Шево, Никола 
Станковић, Алекса Ристић, Филип Лазаревић , Вук 
Златковић

Техничка подршка: Слађана Трајковић, наставник 
математике

Гимназија ,,Светозар Марковић" Ниш

„Човек је као разломак, чији је бројилац оно
што он јесте, а именилац оно што мисли о
себи. Што је именилац већи, разломак је
мањи“ – Лав Николајевич Толстој

,,Суштина математике није у формулама,
него у процесу размишљања, путем којег се
долази до формуле!“ - Рене Декарт


