
MATEMATIQKI DESETOBOJ
- PETO KOLO -

REXEǋE PROBLEMA

UGAO OD 9◦

Verujemo da vam je ugao od 9◦, nakon qitaǌa problema delovao priliqno misteriozno i da sliqan
zadatak (gde se pomiǌe ugao od 9◦) do sada niste vi�ali. Ne retko se dexava da problemi na matem-
atiqkim takmiqeǌima, nakon prvog qitaǌa, deluju izuzetno ”straxno” ili barem apsolutno nepoznato.
Kod ve�ine takvih problema najznaqajni faktor je da suzbijete ”strah”. Obiqno, ko uspe da prevazi�e
ovaj momenat, ima vrlo lepe izglede i da uspexno rexi postavǉeni problem. Imajte uvek na umu, barem
xto se tiqe matematiqkih takmiqeǌa, da je problem koji ste dobili prilago�en vaxem uzrastu. Gotovo
je sigurno da �ete uspeti da razumete rexeǌe. ”Treniraǌem” - ve�baǌem �elimo, pre svega, da ”uqimo
da razmixǉamo”, te da svoje izglede za rexavaǌe i ovakvih problema ozbiǉno pove�amo. Vratimo se
sada postavǉenom problemu.

Na slici ve� postoji ugao od 45◦. Ugao od 9◦ je petina tog ugla. Ideja rexeǌa je jednostavna -
podeli�emo ugao od 45◦ na pet delova, tako da su zadati uglovi ∠ACE i ∠AXE dva od tih pet delova
i... Xta bi bilo ”lepo” da se ispostavi za uglove ∠ACE i ∠AXE, kako bi dokazali da je ∠ACE maǌi,
a ugao ∠AXE ve�i od 9◦? Idealno bi bilo da je ugao ∠ACE najmaǌi od tih pet delova, a ugao ∠AXE
najve�i od tih pet delova. Zaista, to bi nam garantovalo da je najmaǌi ugao (a to je ∠ACE) maǌi od
45◦

5 = 9◦, a najve�i ugao (a to je ∠AXE) ve�i od 45◦

5 = 9◦.
Ugao ∠ACE je sastavni deo ugla ∠ACB = 45◦. ”Prenesimo” ugao ∠AXE tako da i on postane sastavni

deo istog ugla (∠ACB). To mo�emo uqiniti ukoliko na stranici AB uoqimo taqku H, takvu da je HB = 1.
Zaista, trouglovi AEX i HBC su pravougli i imaju jednake katete, te su, po stavu SUS podudarni.
Odatle va�i da je ∠AXE = ∠HCB. Ovim smo ”preneli” ugao ∠AXE unutar ugla ∠ACB = 45◦ (videti
sliku).

Za sada je ugao ∠ACB = 45◦ podeǉen na tri dela, od kojih su dva uglovi ∠ACE i ∠HCB (koji je
jednak sa ∠AXE). Podelimo ugao ∠ECH na tri dela. To mo�emo uqiniti ako uoqimo ma koje taqke F
i G na du�i EH, tako da va�i raspored taqaka E − F − G −H (time dobijamo i uglove ∠ECF, ∠FCG
i ∠GCH, odnosno ugao ∠ACB = 45◦ je podeǉen na pet delova). Naravno, taqke F i G ne�emo birati
nasumiqno, ve� sa te�ǌom da se ispostavi da su sva tri novodobijena ugla ∠ECF, ∠FCG i ∠GCH ve�a
od ugla ∠ACE, a maǌa od ugla ∠HCB. Da li ovog trenutka mo�ete da naslutite jedan takav odabir
taqaka F i G? Ukoliko vam ne ide lako da uoqite takve taqke, verovatno u svojoj ”bazi znaǌa” nemate
qiǌenicu (tvr�eǌe) koju �emo sada dokazati. Slede�e tvr�eǌe je pomo�nog karaktera u rexavaǌu
zadatog problema. U matematici, takva (pomo�na) tvr�eǌa obiqno zovemo ”lema” (verovatno ste quli
za nazive ”teorema”, ”posledica”, ”aksioma”).
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Lema: Neka je D sredixte stranice AB, trougla ABC. Ako je AC < BC, onda je ∠ACD > ∠BCD.

Dokaz: Na polupravoj CD uoqimo taqku E takvu da va�i raspored taqaka C−D−E i DE = DC (videti
sliku).

Sada su trouglovi ADC i BDE podudarni. Zaista, to sledi po stavu SUS, poxto je AD =
BD, ∠ADC = ∠BDE i DC = DE. Iz ove podudarnosti imamo da je, u ostalom, AC = BE i
∠ACD = ∠BED. Uoqimo trougao CEB. U ǌemu je EB = AC < BC, pa kako u trouglu naspram ve�e
stranice le�i ve�i ugao, imamo da je ∠BCD = ∠ECB < ∠CEB = ∠ACD, xto je i trebalo dokazati.

Preporuqujemo vam da, ukoliko maloqas niste imali ideju o izboru taqaka F i G na du�i EH, sada
ponovo razmislite.

Kompletiraǌe rexeǌa problema nalazi se na slede�oj strani.
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Uoqimo taqke F i G na du�i EH takve da je EF = FG = GH = 1 (videti sliku).

Pri ovom izboru taqaka F i G taqke E,F,G i H, su, redom, sredixta stranica AF,EG,FH i
GB. Sa druge strane, kako su uglovi kod temena F,G,H i B, redom, najve�i uglovi u trouglovima
AFC,EGC,FHC i GBC, imamo da va�i AC > FC, EC > GC, FC > HC i GC > BC. Zato, primeǌuju�i
dokazanu lemu na trouglove AFC,EGC,FHC i GBC, redom, dobijamo ∠ACE < ∠ECF, ∠ECF < FCG,
∠FCG < ∠GCH i ∠GCH < ∠HCB, odnosno

∠ACE < ∠ECF < ∠FCG < ∠GCH < ∠HCB.

Iz navedene nejednakosti, imaju�i na umu da je ∠ACE + ∠ECF + ∠FCG + ∠GCH + ∠HCB = 45◦ i
∠HCB = ∠AXE, konaqno imamo ∠ACE < 9◦ < ∠AXE, xto je i trebalo dokazati.

Rexeǌe zadatka pripremio:
Milox Milosavǉevi�
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